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Resumen

Sabemos que existe un desfasaje particularmente importante entre las competencias matematicas de los estudiantes
que egresan del Nivel Medio y las requeridas para el ingreso y permanencia en las carreras universitarias. En nuestro
caso, Calculo aplicado es una asignatura del 2do cuatrimestre del primer afio, por lo cual se ve altamente influenciada
por este desfasaje.

Las causas del mismo son diversas y complejas, lo que obliga a que las propuestas de mejoras deban tener en cuenta
la multiplicidad de factores intervinientes. La necesidad de cambio y transformacién del paradigma educativo, conlleva
necesariamente a una resignificacion del papel de los docentes como artifices del cambio en la educacion. Se trata
ahora, de transformarnos en profesionales de la educacion capaces de crear ambientes de aprendizaje inclusivos,
equitativos y altamente dindmicos.

Con este proyecto se busca dar respuesta a la problematica del desarrollo del pensamiento ldgico-matematico en los
alumnos, los que muchas veces no pueden alcanzar la comprensién de los procesos algebraicos que se llevan a cabo
al momento de demostrar un teorema. Esto resulta en la repeticién de memoria de los mismos en un examen, lo cual no
implica el aprendizaje y mucho menos el arribo del conocimiento a la instancia autbnoma que permitira su aplicacion a
las ciencias econémicas particularmente.

Esta es una de las unidades tematicas de la asignatura, la cual se ha reconvertido para alcanzar el objetivo de
comprensién y desarrollo del pensamiento 16gico utilizando dos curvas muy conocidas en la Economia, las de Laffer y
Lorenz.

1  Introduccién

En el presente trabajo sélo tomamos en cuenta dos de los teoremas sobre funciones derivables, el teorema de Rolle y
el de Lagrange. En ambos casos utilizamos algun problema del area econdmica para introducir el tema e incluso para
inducir las condiciones de la hipétesis de cada uno de ellos.

En el caso del teorema de Rolle, tomamos como ejemplo introductorio la curva de Laffer; y para el teorema de
Lagrange, la curva de Lorentz.

En cada uno de los casos, se hace una introduccién sobre la curva elegida ya que los estudiantes sélo han cursado
Introduccién a la Economia y hay conceptos que aun no conocen, pero los ejemplos elegidos son sencillos de explicar
para el docente de Matematica. Igualmente, para el desarrollo en clases de este tema se confeccioné una unidad
didactica que se puso a disposicion de los alumnos en el campus, en la cual se puede explayar un poco mas sobre

estos conceptos tedricos.

2 Teorema de Rolle - Curva de Laffer

Corria el afio 1974 y Gerald Ford presidia a los Estados Unidos. En una mesa del Hotel Washington de la capital de
dicho pais se encontraban Donald Rumsfeld, jefe de gabinete del presidente; Dick Cheney, subjefe de gabinete; Arthur

Laffer, profesor de Economia de la Universidad de Chicago y el periodista Jude Wanniski quien era editor asociado del
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Wall Street Journal. Rumsfeld y Cheney estaban buscando alternativas para el plan que llevaria adelante el presidente
Ford con el objetivo de combatir la inflacién. Se preveia, a tal fin, un aumento en los impuestos del 5%. Fue entonces
que, segun lo relatd posteriormente y lo hizo publico Wanniski, que Laffer les dijo que aumentar los impuestos iba a ser
una medida contraproducente, y que por el contrario deberian bajarlos. El periodista en su nota hace mencion de que
Cheney no alcanzaba a entender la idea de Laffer. Por esta razon, el economista tomo una servilleta de la mesa (que
vale la pena aclarar, era de tela y se encuentra exhibida en el Museo Nacional de Historia estadounidense) y en ella,
utilizando un marcador, realizé una curva en forma de campana que comienza en el punto correspondiente a la carga
impositiva del 0% y finaliza en el punto correspondiente a una carga del 100%. En ambos puntos se obtiene una
recaudacion fiscal nula por parte del estado. La curva tiene una primera parte ascendente que indica que a medida que
aumenta la carga impositiva aumenta también la recaudacion fiscal, llega entonces a un tope maximo tras lo cual

comienza a decrecer, lo que indica que aumentando mas la carga impositiva la recaudacion comienza a decrecer.

Figura 1. Imagen de la servilleta utilizada por Laffer

Wanniski bautizé la curva como “Curva de Laffer”, guardo la servilleta y fue el que popularizé esta idea que fue
concebida dentro de las propuestas econdmicas del Partido Republicano norteamericano.

Wanniski da a conocer la curva a través de un articulo publicado en 1978 en la revista The Public Interest. En el afio
1980, con la llegada a la presidencia de EEUU de Ronald Reagan, la curva tuvo su paso de la teoria a la practica no
s6lo en el pais del norte, sino también en otros lugares del mundo. Laffer fue incorporado al equipo econémico de
Reagan, que en el afio 1981 realiz6 un importante recorte de los impuestos y cinco afios mas tarde, en 1986, introdujo
la mayor reforma en la historia del sistema impositivo de los Estados Unidos, que redujo de un 50% a un 28% la tasa
maxima imponible a las personas.

En la actualidad, al presidente Donald Trump quien, en su debate previo a las elecciones en el afio 2016 anunci6 que
sus recortes de impuestos serian alin mayores que los de Ronald Reagan y dijo sentirse orgulloso de eso. La propuesta
esbozada por su gobierno prevé recortar la tributacion de las empresas de un 35% a un 15% y de los individuos de un
39,5% a un 35%.

Analicemos el concepto a partir de la curva tal como la trazd Laffer en la servilleta:
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Figura 2. Curva de Laffer analizada

Como podemos ver en la curva, con una tasa impositiva del 0% el gobierno no recaudaria ingresos fiscales por méas que
la base impositiva sea grande, y con una tasa impositiva del 100% tampoco recaudaria nada pues nadie estaria
dispuesto a trabajar por un salario cero después de abonar sus impuestos, 0 sea en este caso no hay base impositiva.
Entre los dos extremos hay dos tasas impositivas que recaudarian la misma cantidad de ingresos, una baja sobre una
base impositiva alta y otra alta sobre una base impositiva baja.

La curva en si no afirma que un recorte de impuestos aumentara los ingresos. Como ya se menciond antes, las
respuestas de los ingresos a los cambios de las tasas impositivas dependen de numerosos factores. Laffer menciona
entre ellos el sistema impositivo vigente, el periodo de tiempo que se esté considerando, la facilidad de movimiento
hacia actividades clandestinas, el nivel de las tasas impositivas ya implementado, la prevalencia de lagunas impositivas
legales y contables y la proclividad de los factores productivos.

Si nos centramos en lo que Laffer llama el “rango prohibitivo”, cuando la tasa impositiva existente es demasiado alta,
entonces un recorte de la misma produciria un aumento en los ingresos fiscales. En este caso el efecto econdémico

producido por la reduccion de la tasa es mayor que el efecto aritmético correspondiente a la reduccién de impuestos.

2.1 Una mirada matematica

Otra forma de visualizar la curva de Laffer es invirtiendo los ejes, de manera tal que sobre el eje horizontal se
represente la tasa impositiva y en el eje vertical el ingreso fiscal. De esta manera podemos, sin alterar la lectura de la
curva, considerar su trazo como una funcion (Ver Figura 3)

Podemos ver que a una tasa ti la recaudacion es R que es inferior a la dptima, la que se alcanza para una tasa t,. Sila
tasa aumenta a un valor superior a éste Ultimo, por ejemplo t3 la recaudacion disminuye a un valor Rs. Es decir que para
tasas superiores a t,, se produce un descenso en la recaudacion y una disminucién también de la productividad. Estas
tasas causan un des-incentivo en la economia y el traslado de los contribuyentes hacia el comercio informal. Cuando en
una economia, las tasas se encuentran por encima del valor de la tasa 6ptima (t2), una reduccién de los impuestos
origina un aumento en la tasa de empleos y del nivel de produccién, beneficiando ademas al gobierno en el aumento de

la recaudacion.
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Figura 3. Recaudacion fiscal en funcion de la tasa impositiva

Esta curva tiene la particularidad que tanto para una tasa del 0% como para una tasa del 100% los valores de la
recaudacion seran obviamente de $0. Ademas es una curva continua dentro del intervalo de tasa [0, 100], mas alla de
que pueda asumir una forma mas o menos simétrica. Sumemos a estas condiciones, la de derivabilidad en ese
intervalo, de esta forma arribamos al enunciado de un teorema que data del afio 1691 y para cuya demostracion no usé
el calculo diferencial. En 1834, el aleman Moritz Drobisch y el italiano Giusto Bellavitis fueron los primeros en usar el

nombre de “Teorema de Rolle”.

2.2 Demostracion

A continuacion se procede a la demostracién del Teorema, cuyos pasos omitimos en este trabajo porque obviamente
son conocidos por los lectores.

Lo que se realizo fue, en cada paso de la demostracion, asociar el caso con la curva de Laffer y ver si podia cumplirse o
no. Tomamos s6lo un caso como ejemplo:

2do. Caso: en los extremos del intervalo se encuentra el valor maximo de la funcién

En cada caso se parte del segundo teorema de Weierstrass por el cual podemos afirmar que al ser la funcion continua,
dentro del intervalo cerrado existe un minimo y un maximo absoluto. En este caso, al considerar que el méximo esta en

los extremos, resulta un grafico como el siguiente:

v

a C b X

Figura 4. Uno de los casos considerado en el Teorema de Rolle
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Este caso no puede presentarse en la curva de Laffer, pues parte de extremos en los cuales la funcidn no vale cero lo
cual es una de las condiciones de la misma. Por otro lado, si trasladamos la funcién de manera que sus extremos
valgan cero, toda la funcién quedaria debajo del eje x, con lo cual tampoco seria posible porque indicaria recaudaciones

fiscales negativas.

2.3 Veamos un ejemplo

En Colombia se realizd un estudio de la curva de Laffer (Bejarano Navarro, 2008) para estimar el impacto de las
reformas tributarias sobre lo recaudado. Las variables utilizadas fueron los ingresos tributarios como porcentajes del PIB
en el periodo de estudio (variable independiente) y los ingresos tributarios reales per capita (variable dependiente). Se

obtuvo la siguiente curva:

SIMULACION CURVA LAFFER 1980-2005
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Figura 5. Curva de Laffer en Colombia (Bejarano Navarro, 2008)

Puede verse la estimacion de la curva obtenida, cuya ecuacion es y =—248.13x* +70.596x +2.10™", el término

independiente es practicamente despreciable en valor.

Si nosotros procedemos a buscar el maximo de la curva tendremos la tasa de interés que produjo la mayor recaudacion
fiscal. Este punto coincide con el valor de la x para el cual la derivada de la funcién es cero (por ser la funcidn
derivable). Resulta:

y'=-496.26x +70.596 =0 = x = 0.1422

Para este valor de la tasa (14,22 %) la recaudacion estimada méxima es de 5.021 (unidades monetarias consideradas)

3 Teorema de Lagrange — Curva de Lorenz

Sea cual sea la forma en que los individuos o las familias obtienen sus rentas, el resultado es muy desigual. La
distribucién de la renta puede ser analizada con diferentes enfoques: geografico-espacial, funcional o personal, entre
otros.

En el enfoque geografico-espacial se tratara de medir la diferencia de rentas entre los habitantes de diversas regiones.
Los resultados de estos tipos de estudio pueden ser representados en un tabla de datos o en gréficos como el siguiente
(Ver Figura 6)
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Figura 6. Distribucién de la pobreza a nivel mundial (Fuente Banco Mundial World Developments Indicators 2001)

La distribucion funcional es una forma de mostrar las diferencias de las rentas obtenidas por los propietarios de los
factores productivos segun su funcidn en la sociedad. Asi se suele mostrar la parte de la renta nacional percibida por los

trabajadores, por los propietarios de la tierra y por los propietarios del capital.

Tabla 1. Evolucién del Salario en Argentina (Fuente Tesis Licenciatura Daniela Tripoli, 2018)

Cuadro 3. Comparacion de la Variacion de Salario Medio y RTA base 100=1993

Salario RTA%
Medio% | Variacion en2015
Salario | en2015 Salario Dinamica hase Variacion
Gran Medio% base Medio Salario RTA% | 100=19 RTA Dinamica
Division | en 1993 | 100=1993 | 1993-2015 Medio en 1993 23 1993-2015 RTA
GD1 100% 124% 24% Progresiva 100% 174% 74%
GD2 100% 44% -56% Regresiva 100% 142% 42%
GD3 100% 90% -10% Regresiva 100% 110% 10%
GD4 100% 265% 165% Progresiva 100% 220% 120%
GD5 100% 86% -14% Regresiva 100% 209% 109%
GD6 100% 108% 8% 100% 232% 132%
GD7 100% 196% 96% 100% 394% 294%
GDg8 100% 137% 37% 100% 315% 215%
GD9 100% — — — 100% — — —

Fuente: aboracion propa
El cuadro fue obtenido de una tesis de licenciatura en Economia de Daniela Tripodi, realizada en el afio 2018 en la
ciudad de Mar del Plata, y es relativa a datos extraidos de nuestro pais (la sigla RTA es la remuneracion al trabajo
asalariado)

La curva de Lorenz es un grafico frecuentemente utilizado para representar la distribucién relativa de una variable en un
dominio determinado. EI dominio puede ser el conjunto de hogares o personas de una region o pais, por ejemplo. La
variable cuya distribucién estudiamos puede ser el ingreso de los hogares o las personas. La curva se grafica
considerando en el eje horizontal el porcentaje acumulado de personas u hogares del dominio en cuestion y el eje
vertical el porcentaje acumulado del ingreso.

Cada punto de la curva se lee como porcentaje acumulado de los hogares o las personas. La curva parte del origen
(0,0) y termina en el punto (100,100). Si el ingreso estuviera distribuido de manera perfectamente equitativa, la curva
coincidiria con la linea de 45 grados que pasa por el origen (por ejemplo el 15% de los hogares o de la poblacién
percibe el 15% del ingreso). Si existiera desigualdad perfecta, 0 sea, si un hogar o persona poseyera todo el ingreso, la
curva coincidiria con el eje horizontal hasta el punto (100,0) donde saltaria el punto (100,100). En general la curva se

encuentra en una situacion intermedia entre estos dos extremos, si una curva de Lorenz se encuentra siempre por
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encima de otra (y, por lo tanto, estd mas cerca de la linea de 45 grados) podemos decir sin ambigliedad que la primera
exhibe menor desigualdad que la segunda. Esta comparacion grafica entre distribuciones de distintos dominios
geograficos o temporales es el principal uso de la curvas de Lorenz.

Curva de Lorenz

100%
A s0%
A 60%
A ~ 40%

1 . | 20%

20% 40% 60% 80% 100%
Figura 7. Curva de Lorenz

La curva de Lorenz es una forma grafica de mostrar la distribucién de la renta en una poblacién. En ella se relacionan
los porcentajes acumulados de poblacién con porcentajes acumulados de la renta que esta poblacion recibe. En el eje
de abscisas se representa la poblacién ordenada de forma que los percentiles de renta mas baja quedan a la izquierda
y los de renta méas alta quedan a la derecha. El eje de ordenadas representa las rentas.

En la gréfica se muestran como ejemplo la representacion de dos paises imaginarios, uno en azul y otro en rojo. La
distribucién de la renta en el pais azul es mas desigual que en el pais rojo. En el caso del pais azul, el cuarenta por
ciento mas pobre de la poblacién recibe una renta inferior al veinte por ciento del total del pais. En cambio, en el pais
rojo, el cuarenta por ciento mas pobre recibe mas del veinte por ciento de la renta.

La linea diagonal negra muestra la situacion de un pais en el que todos y cada uno de los individuos obtuviese
exactamente la misma renta; seria la equidad absoluta. Cuanto mas proxima esté la curva de Lorenz de la diagonal,
mas equitativa sera la distribucion de la renta de ese pais.

Otra forma de observar la curva de Lorenz es estimando el area de la superficie que se encuentra entre la curva y la
diagonal. Esa superficie se llama area de concentraciéon. Cuanto mayor sea esta area mas concentrada estara la
riqueza; cuanto mas pequefia sea este area, mas equitativa seré la distribucién de la renta del pais representado.
Consideremos, para analizar la curva, los dos puntos extremos, A(0, 0) y B(100, 100) y tracemos por dichos puntos una

recta secante. La pendiente de dicha recta secante la podemos calcular de la siguiente forma:
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Figura 8. Grafica de andlisis de la curva de Lorenz

M es la pendiente de la recta secante “S”, en nuestro caso en particular seria 188_8 =1 que es

La expresion

la pendiente de la recta diagonal que representa una equidad absoluta en la distribucion del ingreso.

La expresién f'(c) nos da la pendiente de la recta tangente al grafico de la funcién en el punto de abscisa x = ¢

podemos trazar una recta fangente T que es paralela a la recta secante S por tener igual pendiente, es en ese punto
donde la distribucién alcanza su mayor desigualdad, a la izquierda de ese punto, sobre el eje de abscisas, nos queda
representado el porcentaje de poblacion que tiene una menor participacion en la distribucién de la renta o ingreso, a la
derecha el porcentaje de poblacidn que tiene una mejor participacion en la distribucion.

Veamos cuales son las condiciones de la curva que describimos. Es continua en el intervalo en el cual estamos
trabajando [0, 100]. Le vamos a agregar la condicion de derivabilidad y resultan las condiciones de un teorema que
expresara Joseph Louis Lagrange aproximadamente en el afio 1770 en el teorema que lleva su nombre y también

conocido como el Teorema del Valor Intermedio del Calculo Diferencial.

3.1 Demostracion

Al igual que el caso anterior, no vamos a detenernos en hacer la demostracion, sélo comentaremos que también al ir
haciendo los diferentes pasos lo hacemos en forma genérica, para una funcién cualquiera pero comparandola con la
que acabamos de utilizar como introductoria al tema.

Por ejemplo, cuando se comienza la demostracion del teorema, se formula la ecuacion de la recta secante.

En general, nosotros trabajamos de esta forma:

Siendo los puntos A(a, f(a)) y B(b, f(b)), la pendiente de la recta que une dichos puntos es:

_f(b)-f(a)
~ b-a

m
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Figura 9. Gréfica de andlisis general del Teorema de Lagrange

En el caso de nuestra curva, este valor, como vimos antes es 1 pues los extremos son (0, 0) y (100, 100)
La ecuacion de la recta tangente, en este caso genérico es:
y= f(a)+M(x_a)

Esto llevado a nuestra curva, siendo A el punto (0, 0) y B el punto (100, 100), es:

100-0
=0+——(x-0 =X
y=0+oo¥-0=v

Esta ecuacién corresponde efectivamente con la recta que pasa por el origen y es bisectriz del primer y tercer

cuadrantes, formando con el eje x un angulo de 45 grados.

3.2 Veamos un ejemplo

Un estudio llevado a cabo por el observatorio social de la Universidad Nacional de Rosario, produjo la grafica de la

curva de Lorenz para el periodo 2016-2018 en la provincia de Santa Fe comparada con la de nuestro pais (ver figura
10). La estimacion de la curva de Lorenz para Argentina resulta ser: y =0.0047x* +0.531x —0.00002358

Sabemos que la recta secante por los extremos coincide con la recta y =x , por lo tanto debemos buscar la recta
tangente a la curva de pendiente 1, o sea el punto de la curva en el cual la derivada toma dicho valor.
y'=0.0094x+0.531=1= x =49.89

Por lo tanto el punto de mayor desigualdad se da cuando el 49,89% mas pobre de la poblacion del nuestro pais recibe

una renta inferior al 40% del total del pais (38,19%)
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Curva de Lorenz para la nacion y la provincia de Santa Fe. Afio 2018

Figura 10: Curva de Lorenz (Jara Musuruana, 2019)

4  Conclusiones y trabajos futuros

Es muy interesante comprobar el cambio de la actitud y el interés de los alumnos cuando uno inicia el desarrollo de un
teorema a través de un caso economico. Esto atrapa la atencion e incentiva la participacion en los diferentes momentos
del desarrollo, logrando de esta forma que el alumno pueda inferir ciertas caracteristicas de las funciones, previo al
enunciado del teorema.

Nuestro trabajo actualmente consiste en cambiar un apunte teérico tradicional por unidades didacticas que comiencen

siempre con algun ejemplo del area de la Economia.
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