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Resumen

El presente trabajo aborda una propuesta concreta respecto de la aplicacion de las ecuaciones diferenciales ordinarias
de segundo orden con coeficientes constantes, tema desarrollado en un curso avanzado de Matematica para
Economistas de la Licenciatura en Economia.

Muchos de los contenidos que forman parte del programa de esta asignatura resultan, de alguna manera, bastante
complejos para los estudiantes. Es por este motivo que se trata en todos los casos de mostrar las aplicaciones
econdmicas de los mismos, con la finalidad de que los alumnos puedan percibir la real importancia que tienen en su
formacién profesional.

Particularmente, las ecuaciones diferenciales, y fundamentalmente las de orden superior, presentan ciertos niveles de
dificultad a la hora de tratarlas dado que en primera instancia no parecen contribuir de manera muy clara y determinante
en el planteo de cuestiones econdmicas que resulten concretas e interesantes al mismo tiempo.

Se trata de hacer notar la relevancia que las mismas poseen a la hora de plantear modelos econémicos que permitan
analizar en forma rigurosa fendomenos vinculados al campo econdmico, sobre todo si las variables que en los mismos
intervienen vinculan fenémenos de la realidad, que pueden visualizarse de manera clara y precisa.

Partimos de la concepcion que propone la ensefianza de la matemética basada en el planteo y solucion de situaciones
y problemas del campo econdmico, como una forma de motivar e incentivar el interés por estos temas. Si bien es
necesario desarrollar algunas conceptualizaciones teoricas previas como punto de partida para el abordaje de
situaciones particulares, la aplicacion de estos contenidos en forma inmediata en problemas propios del campo de las
ciencias econdmicas resulta de fundamental importancia.

Para este tema en particular, el modelo de Phillips y el analisis de la curva asociada que permite vincular y establecer
relaciones entre variables importantes resulta muy relevante.

Introduccion

La asignatura Matematica para Economistas, que se dicta en el tercer afio de la Licenciatura en Economia, aborda una
variedad de contenidos muy interesante por sus aplicaciones al campo econdmico, tales como los espacios vectoriales,
las transformaciones lineales, las formas cuadraticas, la optimizacion, entre otros. Un tema de relevante importancia lo
constituyen las ecuaciones diferenciales, al igual que las ecuaciones en diferencias.

Particularmente, las ecuaciones diferenciales de orden superior originan en su tratamiento ciertas dificultadas, muchas
veces vinculadas a la necesidad de visualizar cual es su aplicacién concreta para plantear, resolver y analizar
problemas de naturaleza econdmica, que permitan a su vez realizar predicciones en base a los resultados obtenidos.

Es por este motivo que, al igual que en todos los temas que se tratan, se pretende desarrollar inicialmente un contenido
tedrico basico que incluya las conceptualizaciones fundamentales para poder luego, al mismo tiempo que se profundiza
en su abordaje, plantear y analizar sus aplicaciones en el campo especifico.

Si bien la introduccion de las ecuaciones diferenciales para plantear modelos continuos resulta bastante sencilla, el
tratamiento de las de orden superior no lo es tanto, dado que se complejiza el procedimiento para encontrar las

soluciones adecuadas.
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Para el caso especifico de las ecuaciones diferenciales de segundo orden con coeficientes constantes, resulta muy
interesante poder encontrar y mostrar la mayor cantidad de problemas concretos en los que las mismas intervienen,
como un elemento motivador del aprendizaje. En este trabajo en particular, se desarrolla una importante aplicacién de

las mismas, tal como lo es la denominada curva de Phillips.

Fundamentacion

Las ecuaciones diferenciales son ecuaciones en las que la incognita resulta ser una funcién (muchas veces en términos
aplicados una funcién respecto del tiempo), donde intervienen una 0 mas derivadas de la misma. Es decir, es una
relacion no trivial entre una funcién desconocida y una o mas de sus derivadas. Cada ecuacidn diferencial presenta un
orden y un grado. El orden esta dado por la derivada superior presente en la ecuacién, y el grado es la potencia
correspondiente a dicha derivada.

Para el caso de una ecuacién diferencial de segundo orden con coeficientes constantes, la ecuacién relaciona una
funcion con sus derivadas, siendo la segunda derivada la mayor, por lo que, en forma explicita, puede expresarse en la
formay" = f(x,y,y"). Si el exponente de la derivada segunda es 1, se corresponde con el caso de una ecuacion
diferencial lineal de segundo orden. Asimismo, si los coeficientes correspondientes a las distintas derivadas

involucradas son constantes, se trata de una ecuacion diferencial de segundo orden con coeficientes constantes, la cuél

puede expresarse como sigue: a,y"' + a;y' +agy =b con a, #0

En este planteo hay dos posibilidades. Si el término b es igual a 0, estamos en el caso de una ecuacién homogénea,
mientras que, si dicho término es distinto de cero, la ecuacion es no homogénea. Esta diferenciacién es fundamental
para plantear las soluciones correspondientes.

Para el caso de una ecuacién diferencia homogénea, si y; e y» son soluciones linealmente independientes de la
ecuacion diferencial planteada, entonces también sera solucién de dicha ecuacion toda expresién que pueda escribirse
como y=Cyy++Cuy2. Resulta necesario, en consecuencia, proponer una funcion posible que cumpla con las condiciones
que requiere la ecuacion.

La resolucion del caso homogéneo nos permite una primera solucion. Considerando el caso homogéneo a,y’' +
a;y' +agy =0, esta situacion requiere tener dos soluciones posibles no proporcionales. Al ser coeficientes
constantes, se pueden ensayar soluciones con la propiedad de qué y, y’ e y” sean multiplos entre ellos. Esta situacion
se cumple para las soluciones de tipo y = e™, yaque y' =re™ =1y ;y"” =r?e™ = r2y. Esta solucion,
segun nuestro esquema general de una ecuacion homogénea, requiere que: a,r? e™ + ajre”™ + age™ =0, lo
que, factorizando, implica que se verifique la siguiente igualdad a,r? + a; v + ag = 0

Esta Ultima expresion se conoce como ecuacion caracteristica de la ecuacién diferencial. Es una ecuacion de segundo
grado cuyas raices (r1 y r2) pueden asumir tres posibles situaciones, las cuales influirdn en la forma de la solucién de la
ecuacion diferencial. Esto es, r1y r, pueden ser reales y distintas (caso 1), reales e iguales (caso 2), o complejas (caso
3). Las soluciones propuestas, por lo tanto, seran para cada caso:

Caso 1: y, = C;e"* + C,e"?*

Caso 2: y, = Cie™ + C,e™x
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X cos fx + C, e™™ sen fx

Caso3conry=a+fiyrn=a—pi: y,=Ce
Si planteamos el caso de las ecuaciones diferenciales de segundo orden no homogéneas, su solucion sera la
combinacién entre la solucion del correspondiente caso homogéneo asociado, con una solucion particular propuesta
para su caso no homogéneo, la cual dependeré del término b. Entonces, la solucion quedara planteada como y=yst+ y,.
La solucion homogénea se construye de la misma forma planteada anteriormente. Queda por analizar la propuesta de
la solucién particular que dependera de las caracteristicas que posea la funcién del segundo miembro de la ecuacién.

La tabla siguiente ejemplifica algunos posibles tipos de solucién particular a ensayar en cada caso

Si estos valores no son
F(x) Yp raices de la ecuacion
caracteristica
Polinomio de grado n y + @ X+ ayX* + .. 4+ @, X" 0
(0.4 ax
e Ae (0
k cosPx
AcosBx + BsenPx o+ i
k senPx

Si se hacen presentes los valores de la tercera columna, la solucion propuesta se debe multiplicar por x elevada al
orden de multiplicidad de la raiz. Asimismo, si el término b se presenta como una combinacion de casos (suma o
multiplicacion), la solucién propuesta también debe proponerse de la misma forma, segun las caracteristicas de las
funciones.
Deberan encontrarse los coeficientes correspondientes segun las relaciones planteadas entre las derivadas en la
ecuacion diferencial. Alli se podra plantear un sistema de ecuaciones para identificar el valor de los coeficientes. Si se
hacen presentes los valores de la 3er columna, la solucién propuesta se debe multiplicar por x (elevada al orden de
multiplicidad de la raiz). Asimismo, si el término b se presenta como una combinacién de casos (sumas o
multiplicacion), la solucién propuesta también deberia serlo.
A modo de ejemplo podemos proponer la ecuacion diferencial y” — y’ — 2y = 4x. En este caso, la ecuacion
homogénea asociada plantea una ecuacion caracteristica tal que r2 —r — 2 = 0, donde sus raices son r1=2; r;=-1.
Por lo tanto, la solucion del caso homogéneo quedaria planteada como:
yn = Cre?* + Cye™1*

Para encontrar la solucién del caso no homogéneo, debemos analizar el término 4x. El mismo es un polinomio de grado
1, por lo tanto, la solucion particular propuesta seria y,=Ax+B, donde y=A e y"=0. Reemplazando estos valores en la
ecuacion diferencial propuesta se plantea: 0-Ax-2(AX+B)=4x > -AX-2AX-B=4x. Resolviendo este planteo, se identifica
que A=-2'y B=1, por lo tanto, la solucion particular queda planteada como y,=-2x+1. Combinando ambas situaciones, la
solucion queda planteada como:

y=Ce** +Ce™*—2x+1
La estabilidad dinamica de la solucién se determinara si la ecuacion homogénea asociada tiende a 0 a medida que x

tiende a infinito. Por lo tanto, su trayectoria quedara determinada por el signo de las raices de la ecuacion
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caracteristicas. Para los casos 1 y 2 donde las raices son reales, es necesario que dichas raices sean negativas ambas
para cumplir con la condicién planteada, mientras en el caso 3 es necesario que a sea negativo. Por lo tanto, la solucién
sera estable si y solo si ambas raices de la ecuacién caracteristica tienen partes reales negativas (Sydsaeter&Hammod;
1996). Conocer la estabilidad de una ecuacion diferencial es fundamental para las aplicaciones econémicas, ya que
permite entender si el planteo teérico supone una trayectoria estable, es decir que tiende al equilibrio, o si el planteo

realizado presenta una inestabilidad o trayectorias divergentes.

Desarrollo

Nos dedicaremos ahora a plantear, de forma concreta, una importante aplicacion de las ecuaciones diferenciales de
segundo orden con coeficientes constantes, tal como es la denominada curva de Phillips.
Por mas que la denominada curva de Phillips se asocia a la relacion entre el desempleo y la inflacion, A. W. Phillips en
su articulo "La relacién entre el desempleo y la tasa de variacidn de los salarios monetarios en el Reino Unido, 1861-
1957" estudid la relacidn existente entre los niveles de desempleo que presenta una economia con la variacidn del
salario nominal de los mismos.

llustracion 1: Curva de Phillips

% Inflacién

v

% Desempleo

La relacidn entre inflacion y desempleo habia sido estudiada previamente por Irving Fisher, y posteriormente a la
publicacion de Phillips, serian Friedman y Phelps los que ampliarian la relacion del desempleo hacia la inflacién, mas
alla de los niveles de salario nominal. Si bien en los afios previos a la década de los 70 la formulacion original de Phillips
se adecuaba a los datos observados, la adecuacion de Friedman-Phelps le permitié adaptar la misma a los fenémenos
observados en la economia internacional a partir de dicha década, donde las tasas de inflacién tendieron a aumentar en
forma considerable.

Los esquemas de Phillips, Friedman y Phelps por lo general son introducidos y estudiados en las carreras de grado a
través de distintos manuales de Macroeconomia. Para tal fin, aqui partimos de la formulacién que realizan Sachs y
Larrain (1994), el cual suele ser un primer acercamiento analitico a su formulacién. De esta forma, el desarrollo de
aplicaciones de ecuaciones diferenciales de orden superior para la resolucion de modelos econdmicos permite a los
estudiantes profundizar el analisis y comprensién de dicho modelo, asi como el trabajo en concreto con el modelo
especifico. En dicha formulacién, se parte de la idea de que las condiciones del mercado laboral influyen en los salarios.
Es decir, cuando el desempleo es bajo se generan presiones al alza de los salarios por varios motivos, por ejemplo
mayor poder de negociacion. Por otra parte, cuando el desempleo es mayor, es mas dificil conseguir un trabajo, lo que
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erosiona las condiciones de negociacidén y contratacion por parte de los trabajadores, pudiendo incluso aceptarse
trabajos con reducciones de los salarios reales.
En términos formales, la tasa de cambio del salario real es una funcion que depende en forma inversa de los niveles de
desempleo, asi como en forma positiva de las expectativas inflacionarias:

w =f(U) + amn
siendo W la variacion del salario real, U representando la tasa de desempleo, 1 la expectativa de inflacién, y a un
coeficiente de traslado desde las expectativas inflacionarias hacia la variacién del salario real.
Asimismo, este cambio salarial implicara impactos en los precios. Si se supone un traslado desde el salario hacia los
precios que solo se vea amortiguado por los cambios en la productividad (T), se llega a la relacién de la curva de
Phillips con expectativas inflacionarias de la siguiente forma:
p=Ww—T - p=f{U)+ an—T,donde p indica la variacién de precios.
Asimismo, el modelo deposita en las expectativas inflacionarias un mecanismo sumamente importante en la trayectoria
inflacionaria. Los mecanismos especificos entre el vinculo entre desempleo e inflacién ahora quedan mediados por las
formas en que los agentes econdmicos construyen dichas expectativas. En este sentido, la teoria econémica ha
desarrollado dos grandes grupos de propuestas: las expectativas adaptativas y las expectativas racionales. Bajo el
primer caso, los agentes forman sus expectativas en funcién de la inflacion pasada. En cambio, las expectativas
racionales suponen que los agentes econdmicos estiman la inflacién esperada analizando las politicas econdmicas y
mirando hacia adelante, entendiendo como se comporta la economia.
En este caso, se trabaja con las expectativas adaptativas, las cuales permiten incorporar al planteo del modelo una
ecuacion fundamental para su resolucion. De esta forma, se puede esperar que las expectativas evolucionen de la
siguiente manera:

' =h(p — )
dénde T es la derivada primera de la funcién de expectativas respecto del tiempo, (p-m) es la diferencia entre el nivel
de inflacién del periodo presente respecto a la inflacion esperada para dicho periodo, y h representa el factor de
correccion de las expectativas inflacionarias respecto al error de estimacién presente. Si p>m las expectativas se
corregiran al alza, y si p<t a la baja.
Hasta aqui tenemos planteadas dos ecuaciones con tres incognitas de nuestro interés. Es posible, para resolver el
mismo, suponer el comportamiento exdgeno de una de estas variables, o incorporar una ecuacion mas. Una ecuacién
posible de relacionar con este problema es aquella que relaciona el nivel de desempleo respecto del nivel de precios, la
cual puede ser esquematizada de la siguiente forma:

U'=—-y(m-p)
dénde U’ es la derivada de la funcion de desempleo, m es la emision monetaria y p es el nivel inflacionario, siendo-y el
coeficiente negativo de vinculo entre los cambios de los salarios reales y el nivel de desempleo. De esta forma, my p en
forma conjunta representa la creacién de salarios reales. La emisién monetaria por encima de los niveles inflacionarios
llevara a la expansion de los saldos reales, una politica monetaria expansiva, con el correspondiente aumento del nivel
de actividad y una caida de los niveles de desempleo. En forma contraria, una inflacion mayor a la emisién monetaria

contraera la actividad econdmica y aumentara el desempleo. La emision monetaria m puede ser considerada una
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funcion respecto del tiempo m(t), ya que representa la tasa de crecimiento o variacién de la cantidad de dinero nominal
en la economia. En este caso, tomaremos m como una variable exégena, al ser considerada una decision politica, por
lo que se plantea como una constante a lo largo del tiempo, y solo cambiaria por la autoridad monetaria.

Este planteo es suficiente para, a través de la aplicacion de ecuaciones diferenciales de orden superior, poder encontrar
la trayectoria temporal de las expectativas inflacionarias. La resolucion del modelo con sus correspondientes
coeficientes y su propia interpretacion es tema especifico de las materias de macroeconomia avanzada. En cambio, a
través del trabajo de dicho modelo con la incorporacion de valores en sus coeficientes es posible proponer un ejercicio
economico que destaque los aspectos de las ecuaciones diferenciales que es de nuestro interés.

Para tal fin, se propone a continuacién un desarrollo del caso propuesto por Bernardello y otros (2004), donde se trabaja
con estas ecuaciones, pero en un caso particular, con los coeficientes precisos de la siguiente manera, donde a=1/10,
h=4/5 e y=3/5:

= 4—U+2
p_ ST[

(
I
=—@—®
=-z (m p)
Desde este planteo, el objetivo es lograr identificar la trayectoria temporal de las expectativas inflacionarias (t). En este
sentido, es necesario poder resolver el sistema de ecuaciones planteado con anterioridad. En primer lugar, se puede

reemplazar la variable de inflacién (p) de la segunda ecuacién del sistema (1) por la primera ecuacién, donde se

encuentra su formulacion, tal que:

,_2 16 12
T=255 5" 25"

Esta ecuacidn ya relaciona la derivada de la funcién de expectativas inflacionarias en funcién del desempleo y las
expectativas inflacionarias, comenzando a identificarse las ecuaciones diferenciales, donde una funcién derivada
depende de su funcién sin derivar. Pero para terminar de resolver este sistema es necesario continuar con las
sustituciones. Si bien la funcion U no esta presente en nuestro sistema, se propuso U'. Por lo tanto, sera posible

sustituir U’ en dicha ecuacion, en la medida que volvamos a derivar 1, tal que:

" 16 = 12 |
mEg U
16
n"=——[——< —p>]——n
., 48 12
m =g mop) m e
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Por ultimo, para poder resolver nuestro problema, es necesario reemplazar p de nuestra ultima ecuacién. La misma la

podemos plantear desde la segunda ecuacion del sistema original, ', a través de despejar la misma, obteniendo:

, 4
n =§(p—ﬂ)
Z“'=(p—ﬂ)
5 !
p :Zn +m
Reemplazando en la funcion "

, 48 5 12
w =g [m- (G ) -5
, 48 12 48 12 |
M =—m——T ——=T— =T

25 5 25 25
48 12 48 12

T =£m—?n —gﬂ—ﬁﬁ

1 - _ ——
i +25T[ +25T[ 25m

De esta forma, se llega al planteo de una ecuacion diferencial de segundo orden. La misma es posible de ser resuelta
por medios de los procedimientos analizados en la catedra Matematica para Economistas, donde se trabaja
especificamente este tema. En este sentido, primero se estudiara la solucién para el caso homogéneo, a través del
estudio de la ecuacion caracteristica, y posteriormente se propondra una solucién para el caso no homogéneo.

Segun la ecuacion diferencial planteada, a través de los coeficientes de sus distintos términos, la ecuacion
caracteristica queda planteada como:

77 48
r’4+—r+-—==0

Donde sus raices son r1=-1,048 y r2= -1,832. Por lo tanto, la solucion del caso homogéneo con coeficientes constantes
quedaria planteada de la siguiente forma:

Mh(t) — C1€_1'048 t + C2€_1’832 t
Por otro lado, la solucion para el caso homogéneo parte de una propuesta segun la forma que asuma el término no
homogéneo. En este caso, el término corresponde a un polinomio de grado cero (48/25 m), ya que se ha considerado m
como una constante a lo largo del tiempo, por lo tanto, queda planteado:

Yp=4;y'=0;y"=0
Entonces, reemplazando en nuestra formulacién original:

Entonces, arribamos a nuestra solucién de la ecuacion diferencial de segundo orden que caracteriza el comportamiento

de la trayectoria de las expectativas inflacionarias a lo largo del tiempo, de la forma:

,Ll(t) =616—1,048t + Cze—1,832 t +m
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Este modelo plantea que, por lo tanto, la trayectoria temporal de las expectativas inflacionarias a lo largo del tiempo,
bajo el modelo de expectativas adaptativas, fluctuara alrededor del valor de m, el cual representa la emisién monetaria.
Cambios en m impactaran tanto en la formacién de precios como en las expectativas inflacionarias, variables que se
acomodaran en forma fluctuante suavizada alrededor del nuevo valor.

Asimismo, cambios en la emisién monetaria m implicaran un doble impacto sobre el nivel de precios, a partir de estas
conclusiones. En primer lugar, segun nuestra ecuacion U’ original, la emision monetaria por encima de la inflacién
genera caida en los niveles de desempleo, los que asimismo llevaran a aumentos en los niveles inflacionarios. Por otro
lado, aumentos en los niveles de emisién monetaria impactaran también en las expectativas inflacionarias, lo que
también repercutiran en los niveles de inflacion.

Por otro lado, al identificar que ambas raices de la ecuacion caracteristica de la ecuacion homogénea asociada
presentan valores negativos es deduce que presenta una trayectoria temporal estable, por lo que a lo largo que
transcurra el tiempo, sin mediar cambios en las condiciones iniciales del modelo ni en la emisién monetaria, habra
estabilidad.

Las conclusiones de este modelo son posibles de ampliar para analizar la trayectoria del desempleo U o del nivel de
inflacién p a lo largo del tiempo, y de esta forma completar el analisis al que se arriba interpretando la curva de Phillips.
Este planteo, desarrollado con ciertos coeficientes especificos, variara segun las raices de la ecuacién caracteristica.
En el caso planteado las mismas eran raices reales y diferentes, pero dicho caso también puede asumir raices reales e
iguales, o raices complejas. Para cada uno de estos casos lo que cambiara es la propuesta de la solucion homogénea y
su forma funcional, pero las conclusiones seran las mismas, y se mantendra la dinamica estable del modelo
(Chiang&Waingright; 2006).

Conclusiones

El planteo desarrollado permite vincular y profundizar el analisis de la aplicacion de un tema especifico de la catedra
Matematica para Economistas, en un modelo econémico que los alumnos estudian en Macroeconomia. Precisamente,
el andlisis de las trayectorias temporales de las expectativas inflacionarias en el modelo de Phillips respecto a los
vinculos entre la inflacion y el desempleo brinda una posibilidad de aplicar los conceptos asociados a las ecuaciones
diferenciales de segundo orden con coeficientes constantes.

En el estudio del modelo se puede deducir el comportamiento de las expectativas inflacionarias. Asimismo, permite
identificar que las mismas dependen de los niveles de emisién monetaria, y vuelven a relacionar la emision con la
inflacién, a través de las expectativas. Por otro lado, también se concluye la estabilidad del modelo planteado, por lo
que su tendencia a lo largo del tiempo llevard a una situacion estable, de equilibrio. Esta trayectoria puede verse
perturbada por cambios en la emisidbn monetaria, pero una vez asumidos los cambios, la trayectoria se ubicara
alrededor de otro equilibrio.

Se trata, en consecuencia, de arbitrar los medios necesarios que estén disponibles para vincular de manera concreta el
contenido matematico con el campo de formacién profesional especifico, cuestion que contribuye a la motivacion de los

estudiantes y a hacer notar la potencia que los contenidos matematicos tienen en la formacion de un economista.
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