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Resumen

Los problemas econémicos donde se aplican las herramientas matematicas son imprescindibles para que el estudiante
le encuentre “sentido” al estudio del analisis matematico en la carrera de Contador Publico y Licenciado en
Administracién.

En este trabajo se hara una breve resefia sobre curvas de nivel y optimizacion de funciones de dos variables con una
restriccion.

Luego, se introducira el concepto de funcion de utilidad del consumidor, la cual depende del nivel de consumo de cada
bien, segun sus gustos, preferencias, etc. Los distintos niveles de utilidad generan las curvas de nivel de la funcién de
utilidad y estas curvas se alejan del origen de coordenadas a medida que aumenta el nivel de utilidad. Si el presupuesto
del consumidor fuera infinito, elegiria siempre la curva de nivel que se encuentre mas alejada del origen, porque le
representaria una mayor utilidad. Pero como el ingreso es limitado, el consumidor se encuentra con una restriccion
presupuestaria y es necesario aplicar alguna herramienta matematica para determinar la combinacién 6ptima de bienes
de acuerdo a su nivel de ingreso.

Por Ultimo, se simulara otra situacién en la cual se calculara el minimo costo total de una empresa, teniendo una
restriccion en la capacidad de almacenaje de las unidades producidas.

El método de los multiplicadores de Lagrange seré la herramienta que emplearemos para abordar estos problemas.

1 Breve introduccién a la optimizacién de funciones de dos variables reales

En la mayoria de las aplicaciones es necesario afrontar situaciones en las cuales una cantidad depende no sélo de una
variable sino de varias variables. En estos casos es necesario manipular funciones de varias variables independientes.
En particular, consideraremos funciones de dos variables independientes y en general las denotaremos x e y. La
variable dependiente se denotara con z y usaremos las notacién z=f(x, y) para indicar que z es funcion de x e y.

Sea D un conjunto de pares de numeros reales (x,y) y sea f una regla que asigna un Unico numero real a cada par
(x,y)e D.

Diremos que f es una funcién de dos variables x e y y que el conjunto D es el dominio.

El valor de f en el par (x,y) se denota por f(x,y) y el conjunto de todos esos valores se denomina recorrido de f.

1.1 Superficies y curvas de nivel

Para bosquejar la grafica de z=f(x,y) son necesarias coordenadas en 3 dimensiones: una para cada variable x, y y z. Es
asi que surgen los ejes x, y y z los cuales se construyen determinando angulos rectos entre si.

A su vez, cada par de ejes determina un plano. En el plano xy, se tiene z=0 y las coordenadas x e y se manejan de la
manera usual para localizar puntos en el plano. En forma analoga, los puntos del plano xz satisfacen la condicion y=0y

todos los puntos del plano yz satisfacen la condicién x=0.
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Sea z=f(x,y) una funcién de dos variables. Su dominio D es el conjunto de puntos del plano xy en que la funcion esta
definida.

Para cualquier punto (x,y) en D se obtiene el valor z=f(x,y) y graficamos el punto (x,y,z) en 3 dimensiones. Haciendo
esto para cada punto (x,y) € D, obtenemos un conjunto de puntos (x,y,z) que forman una superficie en 3 dimensiones.
Existe un punto (x,y,z) sobre esta superficie situado por encima de cada punto del dominio D (o debajo si z=f(x,y) toma
valores negativos). Esta superficie es la grafica de la funcion z=f(x,y).

Bosquejar una superficie en 3 dimensiones que sea la grafica de una funcion z=f(x,y), no es tan simple como hacer la
gréfica de una funcion de una sola variable. Por ello, con frecuencia suele ser util examinar las secciones de la grafica.
Tales secciones son cortes realizados sobre la grafica por medio de planos.

Las secciones resultantes de planos horizontales (paralelos al plano xy) constan de los puntos de la grafica situados a
una altura constante por encima (o por debajo) del plano xy. Tales secciones horizontales puede graficarse como una
curva en el plano xy y se denominan curvas de nivel.

Dado que un plano horizontal en 3 dimensiones satisface una ecuacion del tipo z=c en donde ¢ es una constante que

da la altura del plano por encima del plano xy (o debajo si c<0), las curvas de nivel se obtienen a partir de f(x,y)=c.

1.2 Optimizacién

Uno de los temas mas importantes en el calculo de funciones de una sola variable es la determinacion de extremos.
Igual de importante es el correspondiente topico para funciones de varias variables.

La funcién z=f(x,y) tiene un méximo relativo (o local) en el punto (xq, o) si f(x,y)<f (xq, ¥o) para todos los puntos (x,y)
cercanos a (x,, yo) con excepcion del mismo (x,, vo). El valor f(x, vo) se denomina valor maximo local de f.

La funcién f(x,y) tiene un minimo relativo (o local) en el punto (xq, yo) si f(X,y)> f (xo, yo)para todos los puntos (x,y)
cercanos a (x,, yo) con excepcion del mismo (xg, ¥o)-

El valor f (xq,y,) se denomina valor minimo local de f.

Tanto maximos como minimos relativos (o locales) son extremos de la funcion f.

Consideraremos funciones cuyas graficas sean superficies suaves en 3 dimensiones y entenderemos que z=f(x,y) es
suave si existen y son finitas todas las derivadas parciales de primer y segundo orden en el dominio de la funcién.

Como en el caso de funciones de una variable, se tiene una condicion necesaria para la existencia de extremos.

Teorema:

Sean f:D < R? - R suavey (xo,V,) un punto interior de D.

Sif(x,y) tiene un extremo relativo en (xo, o), entonces £y (xo, ¥o) = f (x0,¥0) = 0.

A su vez, un punto critico de una funcién suave f(x,y) es un punto (x,,y,) para el cual se verifica f,(xq, yo) =
fy(x0,¥0) = 0.

Para funciones no suaves, los puntos donde no existe alguna de las derivadas primeras también se denominan puntos
criticos.

La definicién de punto critico se generaliza automaticamente a funciones de mas de 2 variables.
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Para determinar la naturaleza de los puntos criticos de una funcion de 2 variables reales, se cuenta con criterios que
emplean las derivadas segundas de z=f(x,y).

A partir de las derivadas segundas de la funcion z=f(x,y) se define la matriz Hessiana por medio de

_ fex (6, Y) fxy(xvY)
fyx(x'y') fyy(x:Y)

El correspondiente criterio de la derivada segunda para optimizar funciones de dos variables independientes es el

Hf (x,y) (1)

siguiente.

Teorema:

Sean f:D c R? - R suavey un punto interior de D.

Sea (xg,¥o) un punto critico de f(x,y).

Sea Hf (xq, yo) la matriz Hessiana de f evaluada en el punto critico (x,, vo) -

Sidet(Hf (xg,v0) ) > 0V frx(x0,v0) <0, entonces f tiene un valor maximo relativo en (xg, yo)-
Sidet(Hf (xg,v0) ) > 0V frx(x0,v0) >0, entonces f tiene un valor minimo relativo en (xq, vo) -
Sidet(Hf (xq,y) ), entonces ftiene un punto de silla en (xq, yo)-

Sidet(Hf (xq,vy9) ) = 0, el criterio no decide.

Para el caso en el que se plantea una restriccion, es necesario emplear no sélo la funcion a optimizar sino también la
funcion que modela tal restriccion. Es asi que se construye una funcion auxiliar llamada Lagrangiano y a partir del
analisis de esta funcion auxiliar es posible conseguir el dptimo de la funcidn original sujeta a la restriccion dada.

A continuacién, desarrollamos el tema.

Supongamos que f: D € R? > R y g:D c R? — R son funciones suaves.
Sea (xg, o) un punto interior de D y supongamos que g, (X0, Yo) Y gy (X0, ¥o) NO se anulan simultineamente.
Sea ¢ un nimero real y consideramos la funcion auxiliar Lagrangiana dada por
L(x,y, 1) = fx,y) + e —gx, )], (2)
siendo A una nueva variable que se denomina multiplicador de Lagrange.
El método de multiplicadores de Lagrange establece que si (xq,yo,10) €s punto critico de L£(x,y, A) entonces

(x0, o) €s punto critico de f(x,y) sujeta a la restriccion g(x,y)=c y viceversa.

Luego, un punto critico (xq,ve,49) de L(x,y, 1) es aquel punto para el cual se verifican las siguientes condiciones
de primer orden

Ly (x0,¥0,40) =0
Ly(xOI }’o;lo) = O (3)
LA(XO,yo, Ao) =0.

A continuacién, construimos la matriz Hessiana ampliada u orlada dada por
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Lxx(x'y) ny(x:y) Lx)l(x'y) Lxx(x:}’) ny(xJY) Lx/l(xvY)
HL(X.}/J)= Lyx(ny) Lyy(x'Y) Lyl(x'y') = ['yx(x:y) ['yy(x:y) Lyl(xry) (4)
Lix(,y)  Lay(,y)  Laa(x,y) Lix(x,y)  Lyy(x,y) 0

Y a partir de la matriz Hessiana ampliada se tiene el siguiente criterio de derivadas segundas para la optimizacién de la
funcion z=f(x,y) sujeta a la restriccion g(x,y)=c.

Si det(HL(xO,yO,AO)) > 0 entonces la funcién f tiene un valor maximo relativo en (x,,v,) de sujeta a la
restriccion g(x,y)=c.

Si det(HL(xO,yO,AO)) < 0 entonces la funcién f tiene un valor minimo relativo en (xq, vo) sujeta a la restriccién
g(xy)=c.

Si det(HL, (xo, Y0, 0)) = 0, el criterio no decide.

2 Lafuncion de utilidad

Los consumidores tienen preferencias que definen las adquisiciones de bienes en el mercado, tales como el precio, la
calidad, las tendencias de la moda, entre otros factores, los cuales en muchas ocasiones no son solo objetivos sino
subjetivos. Por este motivo el consumidor establece una “utilidad” de acuerdo a sus necesidades y posibilidades, a la
cual sélo puede asignar un valor el propio consumidor y que no tiene que ser comparable con la de otro consumidor.
Por ejemplo, en una confiteria el consumidor A que esta sentado en una mesa solicita un submarino, lo consume y en
ese momento subjetivamente le asigna un determinado valor. Como hace frio, decide pedir un segundo submarino, pero
su estado no es el mismo que antes de consumir el 1° submarino, por ende la utilidad que le proporciona este nuevo
consumo no sera la misma que cuando consumid la bebida por primera vez.

La utilidad “es el beneficio o la satisfaccion que se deriva del consumo de un bien”

Las preferencias de un consumidor se relacionan estrechamente con la edad, sexo, moda, situacién economica, entre
otros factores.

Para poder trabajar con las herramientas matematicas es necesario abstraerse de los factores que influyen en las
decisiones del consumidor, por ende en la curva sélo se muestran los dos bienes que el consumidor esta dispuesto a
adquirir para obtener cierto nivel de utilidad.

Las curvas de indiferencia en economia representan las distintas combinaciones de dos bienes que tienen el mismo
nivel de utilidad para el consumidor.

Un determinado nivel de utilidad puede alcanzarse con distintas combinaciones de los bienes, como puede apreciarse

en la Figura 1.
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X2

U2

X1

Figura 1. Curvas de indiferencia
Desde un punto de vista estrictamente matematico, las curvas de indiferencia son las curvas de nivel de la funcion de
utilidad.
No realizaremos un estudio detallado de las caracteristicas de las curvas de indiferencia, ya que no hacen al objetivo
del presente trabajo, sélo se mencionan para desarrollar el tema elegido.
Ahora bien, cada consumidor no tiene ingresos infinitos. Esto significa que en algin momento encontrara una
“restriccion” en su eleccion dada por sus ingresos.
Para considerar esta restriccion, tomaremos los precios de los bienes que conforman la curva de utilidad y la recta
presupuestaria estara definida por Ingreso () = Precio del bien 1 (P1) x Cantidad del bien 1(X1) + Precio del bien 2 (P2) x
Cantidad del bien 2(Xy).

X2

Restriccion presupuestaria
1=P1X1+P2X2

v

1/P2

Presupuesto

X1

1/P1

Figura 2. Restriccién presupuestaria

3 Ejemplos de aplicaciones econémicas

a) Trabajaremos con la funcion de utilidad del consumidor dada por U = +/x; x5.
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X1y X2 son las cantidades de los bienes que el consumidor puede adquirir en el mercado. Cada bien tiene asociado su
precio P1=12u.myP;=10 u.m.

En este caso, buscamos maximizar la utilidad del consumidor teniendo en cuenta la restriccion dada por su ingreso (1)
de 154 u.m.

Es asi que la funcién a optimizar es U = +/x; x, sujeta a la restriccion presupuestaria dada por

I =12x; + 10x, = 154.

Por lo tanto, resulta que la funcidén de Lagrange a asociada al problema es

L(xq,%5,4) = x1x; + A[154 — (12x; + 10x;)].

Ly, Gy, 20 1) = %%— 124 =0

sz(xl) xZIA‘) = %% - 1OA = 0 (5)

\£;(xy, %5, A) = 154 — 12x;, — 10x, = 0.

Resolvemos el sistema y obtenemos (x4, x,, 1) = (%Z—;gg) que es un punto critico de £(x4, x5, A1) y por lo tanto
(x1,x2) = (%Z—Z) es punto critico de la funcién de utilidad dada por U = +/x;x, Sujeta a la restriccion

12x; + 10x, = 154.

Ahora computamos la matriz Hessiana Orlada en el punto critico de £(x4, x5, A) y obtenemos

—-0.043  0.036 —12
HL(xq,%5,4) =| 0.036 —0.0296 —10
-0.296  —10 0
Como det(HL(x;,x2,14)) = 12(0.7152) + 10.(0.862) = 17.2024 > 0, entonces en (x;,x,) = (%Z—Z) hay

un maximo para la funcién U = +/x, x, sujeta a la restriccion 12x; + 10x, = 154.

Ese valor maximoes U =

X1* 10 20 X1

Figura 3. Optimizacién de la utilidad del consumidor de acuerdo a su Ingreso
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En la Figura 3. se observa que el punto de tangencia entre la recta presupuestaria que representa la restriccién y una
de las curvas de indiferencia es el extremo buscado. Ademas, la constante que determina la curva de nivel con la que
se produce la interseccidn con la curva de restriccion resulta ser el valor extremo de la funcién que se esté optimizando.

Podemos concluir que teniendo en cuenta la limitante de su nivel de ingreso de 154 u.m., los precios de 12 u.m para el

. : : . f . : T 77
bien x1 y de 10 u.m. para el bien xo, el consumidor lograra el maximo nivel de utilidad si adquiere m unidades de x1 y m

de xo. Ademas, por cada u.m. que aumente el ingreso del consumidor, el nivel de utilidad se incrementara en 0

b) Una empresa tiene una capacidad maxima de almacenaje de 1200 unidades (Q=x1t+x;). La empresa cuenta
con dos plantas ubicadas en dos localidades distintas donde lleva adelante la produccion. La funcién de costo total esta
dada por CT=1,5x12+x1x2+x22. Calcular qué cantidad debera fabricar en cada planta para obtener el minimo costo
posible teniendo en cuenta que su limitante es de 1200 unidades.

Sean x1 y x las cantidades de los bienes que puede producir en las plantas 1 y 2 respectivamente. La funcion a
optimizar es CT = 1,5x% + x,x, + x> sujeta a la restriccion de almacenamiento dada por Q = x; + x, = 1200.
Por lo tanto resulta que la funcién de Lagrange asociada al problema es:

L(x1,%5,4) =L = 1,5x% + x,%, + x2 + (1200 — x; —x3,)

A continuacién, planteamos las condiciones de primer orden para la funcion de Lagrange:
Lo (x1,%2,1) =3x; +x, —2=0
Ly, (x1,%,A) =x1 +2x, —1=0
Ly(xq,x5,4) =1200 —x; —x, =0

Resolvemos el sistema y obtenemos el punto critico del Lagrangiano (x4, x5, 1) = (400,800,2000).

Computando el determinante de la matriz Hessiana orlada, podemos concluir que para minimizar el costo de produccion
con una limitante de 1.200 unidades para el almacenamiento, se deberan fabricar 400 unidades en la planta 1y 800
unidades en la planta 2. Ademas, debe destacarse que por cada unidad adicional que se incremente el almacenaje, el

costo total aumentara en 2.000 u.m.

4 Conclusiones

En este trabajo hemos desarrollado una breve introduccion a las curvas de nivel y a la optimizacién de funciones de dos
variables reales con una restriccion. Hemos planteado un problema de naturaleza econdémica y lo hemos resuelto paso
a paso aplicando los conceptos y técnicas matematicos explicitados anteriormente. A continuacion, se ha presentado
otra situacién problematica para que el alumno reconozca la utilidad de algunas herramientas que nos provee el anélisis
matematico en la resolucion de problemas que involucren a otras funciones economicas.

Este trabajo podra servir de base para avanzar en el estudio de situaciones mas complejas en donde se consideren

varias restricciones.
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